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1. Complemente de matematica

PARTEA 1. Complemente de matematica

Aceastd parte instrumenteazd matematic reprezentarea si calculul curbelor si
suprafetelor. Sunt indicate ecuatiile parametrice ale curbelor si suprafetelor
precum si relatiile de calcul ale unor caracteristici de bazd precum: tangenta,
normala, curbura, torsiunea, etc. Notiunile prezentate vor fi reluate si
fundamentate prin exemple in partea a treia a manualului. Notiunile matematice
introduse functioneaza 1n punctele regulate ale unei curbe respectiv suprafete
generale si sunt valabile atunci cand formulele au sens.

Curbe si suprafete tehnice pot fi obtinute pe baza unor scheme de generare bazate
pe miscdri relative simple, care au corespondentd in practica prelucrarilor.
Corpurilor in miscare relativa li se asociaza sisteme de coordonate. In general se
pleacd de la cunoasterea intr-un prim sistem a pozitiei unui punct sau ecuatiile
parametrice ale unor curbe/suprafete, numite generatoare. Prin migcarea relativa
cunoscutd a celor doud sisteme, punctul, curba sau suprafata data, genereaza o
curba sau o suprafatd, numita infasurdtoare, ale carei ecuatii se cauta.

Se prezinta in cele din urma aproximarea curbelor si suprafetelor printr-un calcul
care permite Tnlocuirea unei curbe/suprafete reale, cunoscuta discret prin puncte,
cu o curbd/suprafata de interpolare. Interpolarea permite calculul aproximativ al
unor marimi utile Tn procesul de proiectare-fabricare al curbei/suprafetei reale:
tangente, normale, curburi etc. Omagiind nume importante ale domeniului sau
sugerand aparatul matematic ce le descrie, se cunosc o serie de metode de
interpolare: Coons, Bezier, B-splines, NURB, Newton etc.

Cuprins:
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1.2.  Generarea curbelor si suprafetelor 11
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1.1. Curbe si suprafete exprimate analitic

Acest capitol instrumenteazd matematic reprezentarea §i calculul in formd parametrica a
curbelor si suprafetelor. Sunt indicate ecuatiile parametrice ale curbelor si suprafetelor precum
si relatiile de calcul ale unor caracteristici de bazd precum: tangenta, normala, curbura,
torsiunea, etc. Notiunile prezentate vor fi reluate si fundamentate prin exemple 1n cadrul
aplicatiilor. Notiunile matematice introduse functioneazad in punctele regulate ale unei curbe
respectiv suprafete generale si sunt valabile atunci cand formulele au sens.

Ecuatiile parametrice ale unei curbe

Tehnica apeleaza frecvent la reprezentarea vectoriala sau parametrica a curbelor. Fie astfel o
curba 1n spatiu (C) si un sistem de referintd ortogonal drept OXYZ, avand versorii axelor notati
1, j, k. Acestui sistem i se spune ortogonal pentru ca axele sale sunt perpendiculare intre ele, si
drept pentru ca respectd regula mainii drepte - in sensul ca pe versorii i, j si k se pot aranja
degetul mare, respectiv aratator si mijlociu al mainii drepte (figura 1.1).

Figura 1.1. O curba raportata la un sistem
ortogonal drept; regula mainii drepte.

Ecuatia vectoriala a curbei se scrie in forma [Enciclopedie_1980, pag. 704]:
r=r(t)=x@)-i+ y@®) - j+z()-k (1.1)

in care ¢ se numeste parametrul curbei. Aceasta ecuatie apare In forma unui vector de pozitie
cu punctul de aplicatie 1n originea sistemului de coordonate, iar varful Intr-un punct curent pe
curbd. Curba astfel reprezentatd are un sems: sensul de
deplasare pe curba a punctului M, atunci cand parametrul ¢
creste (figura 1.2).

O exprimare echivalentd relatiei (1.1), este cea numita
parametricd, sub forma unui sistem de trei ecuatii scalare:

x=x(1)
y=y() (1.2)
z=2z(1) Figura 1.2. Definirea notiunii

de SENS pe o curba in spatiu.
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Pentru curbele plane sistemul se reduce la doua ecuatii scalare:

x=x(1)
1.3
{y = y(1) (-

Tangenta la o curba

Prin derivarea relatiei vectoriale (1.1) se obtine un nou vector, care are calitatea de a fi tangent
la curba 1n punctul curent M (figura 1.3): -

r=r'()=x@)-i+y() j+7 1)k (1.4)

in care s-au folosit notatiile:

, dx(t)
x(t)=

() o

/ dy(1)

H)y=—"—= 1.5
y(®) 5 (L.5) Z v
Z’(l‘) = @ Figura 1.3. Vector tangent
dt intr-un punct la o curba.

Intr-un punct al unei curbe cu derivata continua poate fi dus
un singur vector tangent, iar sensul acestui vector este identic cu sensul curbei. Notand cu T
versorul vectorului tangent, proiectiile sale vor fi date de relatiile cunoscute:

. S N S . S (1.6)

X y V4
’x/2+y/2+zf2 ’x/2+y/2+zf2 ,x/2+y/2+Z/2

Normala unei curbe plane

Pentru o curba 1n spatiu se poate vorbi despre un singur plan normal la curbd Intr-un punct si
de o infinitate de normale. Pentru o curba pland exista intr-un punct o singura directie normala
(N). Pe aceasta directie ne vom referi la versorul normal v, obtinut prin rotirea cu 90° in sens
trigonometric a versorului tangent T. Se va imagina 1n acest sens rasturnarea unui dreptunghi
in jurul coltului M, relatiile de calcul ale proiectiilor versorului normalei pe baza versorului
tangentei devenind evidente (figura 1.4):

V. =-T,
* Y (1.7)
vV, =1,
Y M —
Y —90°
T, %
Yy ”b/ |
I
L ]
T
o} X

Figura 1.4. Determinarea normalei la o
curba plana, pe baza proiectiilor tangentei.
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Curbura unei curbe plane

Masura in care se curbeaza o curba pland este datd de notiunile de curbura X, sau raza de
curbura p, legate prin relatia:

o= (1.8)

Relatia (1.8) sugereaza curbura drept o marime susceptibild de a fi pozitivd sau negativa, iar
raza de curbura drept o marime intotdeauna pozitiva. Pentru o curba plana definita parametric,
relatia analiticd de calcul a curburii este [Enciclopedie_1980, pag. 534]:

7 ” ” ’
Xy =xy

SE.RE Ak (1.9)
(X2+y2)3/2

in care x’,y",x”,y” sunt derivatele de ordinul unu si doi in raport cu 7 a functiilor (1.3).

Semnul curburii este strans legat de sensul de parcurs al unei curbe; astfel, asociind o curba
plana cu o sosea, iar punctul curent M cu un automobil ce se deplaseaza pe sosea in sensul
asociat curbei, semnul curburii indica un viraj spre stanga (+) sau dreapta (—), iar modulul sau
indicd cat de strins este virajul care urmeaza (figura 1.5). Viraje “strinse” Tnseamnd trecerea
prin puncte cu curburd mare si raza de curbura mica.

curbura +

curbura -

(0] X

Figura 1.5. Semnul curburii interpretat
ca sens al unui viraj pentru un mobil in Figura 1.6. Centrul de curburd al unei
migcare. curbe plane, intr-un punct curent M.

In particular, in toate punctele sale o dreapti are raza de curburi infinitd si curbura egald cu
zero, iar raza de curburd a unui cerc este o constanti egald cu raza cercului. In general, in
diferite puncte ale unei curbe, curburile/razele de curbura sunt diferite. In jurul unui punct
alura curbei poate fi aproximata cu un arc de cerc care apartine unui cerc de centru A (figura
1.6), definit prin punctul dat §i doud puncte invecinate, apropiate. Alegdnd puncte infinit
apropiate, raza cercului de aproximare devine egald cu raza de curbura p, iar centrul cercului
se numeste centru de curbura, ale carui coordonate se calculeazd cu ajutorul curburii K si
proiectiilor versorului normalei v, pe baza relatiei:

xX+—-V

X

=
N
Il

(1.10)

<

<
S
I
<
+
A=A
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Planuri osculatoare Ila curba

Fie un punct Py al unei curbe 1n spatiu (C) si doud puncte P, si P, alese pe curba de o parte si
alta a punctului P,. Prin cele doud puncte P; si P, ducem o secantd si facem ca aceste puncte
sd tinda spre Py — atunci limita cdtre care tinde secanta va fi tangenta in Py la (C). Pe directia
acestei tangente se afld vectorul r’ ale cdrui proiectii sunt date de relatia (1.5). Existenta
tangentei este asiguratd in punctele zise regulate ale unei curbe; punctele care nu sunt regulate
se numesc singulare, iar proprietatile lor trebuie discutate separat [Enciclopedie_1980, pag. 705].

Planul perpendicular in Py pe tangenta se numeste plan normal al lui (C) in Py (plan notat cu
[N] in figura 1.7a). Presupunem ca curba (C) nu este o dreaptd, prin urmare punctele P, P, si
P, alese mai sus nu sunt coliniare. Trei puncte necoliniare determind un plan. Cand punctele
P, si P, tind spre P, planul celor trei puncte va tinde spre o pozitie limitd numita plan
osculator [T] la curba (C) in punctul Py. Planul perpendicular pe planul normal si pe planul
osculator se numeste plan rectificant in Py (notat cu [R] in figura 1.7b).

[N]

(C) [R]

Figura 1.7b. Triedrul osculator al

Figura 1.7a. Planul normal la o curba curbei.

in spatiu.

Fiecare dreaptd care se afld n planul normal si trece prin Py este normald lui (C) in Py.
Normala care se afld in planul osculator [7] se numeste normala principala a lui (C) in punctul
Py iar cea care se afld in planul rectificant se numeste binormald. Vectorii directori ai celor
doud normale astfel definite sunt:

e (r’xr”)xr’, pentru normala principald
e r’xr”, pentru binormala
Dacé pentru fiecare punct al curbei (C) ducem trei vectori T, v si B de lungime unitard in

directia tangentei, normalei principale si binormalei, acestia vor forma un triedru ortonormat
care se numeste triedrul mobil osculator al curbei, sau triedrul lui Frenet (figura 1.7b).

Lungimea arcului de curba

O curbd poate fi trasatd aproximativ printr-o linie poligonala compusa din segmente de dreaptd
adiacente. Lungimea unei astfel de linii poligonale este egala cu suma segmentelor Ar. Suma
acestor segmente aproximeaza lungimea reald a curbei. Pentru un segment de curba care are
reprezentarea parametricd (1.2), cu parametrul ¢ din intervalul ¢, <7 <¢, lungimea arcului de

curba corespunzator va fi data de integrala [Enciclopedie_1980, pag. 706]:
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1= [ (1.11a)

unde |r'| este lungimea vectorului r” ale cdrui proiectii sunt date de relatia (1.5).

Daca dorim exprimarea lungimii arcului ca functie de parametrul ¢ $i ca masurd a lungimii
curbei intre punctul care are parametrul O si punctul corespunzitor unui ¢ oarecare, atunci
integrala se va scrie de forma:

1= [|rar (1.11b)

0

Curbura si torsiunea unei curbe

In evolutia lor generald, curbele in spatiu se curbeazi si se torsioneazi (risucesc). Arcul de
cerc este evident o curbad pland, de curburd constantad. Prin rasucirea arcului de cerc cu o
torsiune constanti, acesta devine curba in spatiu, de forma unei elice. In cazul general, o curba
n spatiu prezintd curbura si torsiune variabila 1n diferite puncte ale sale. Fie ecuatia vectoriala
a curbei si derivatele sale de ordinul 1, 2 si 3 in raport cu parametrul ¢, notate astfel:

r=r(t)=x@)-i+y()-j+z(t)-k
r’'=r'(t)=x"(t)-i+y (1) j+ 7 (t)-k
r’=r"(t)=x"(t)-i+y"(t)-j+7"(t)-k
r”=r"(t)=x"(t)-i+y"(t)-j+z7(t)-k

Cu aceste notatii, curbura si torsiunea sunt date de relatiile generale [lonescu_1984, pag. 142-143]:

lzﬂ (1.12)
P

1 ('xr”)r”

) (1.13)
T r'><r"|2

In relatia curburii, numaratorul este dat de modulul unui produs vectorial, iar numitorul de
puterea a treia a modulului vectorului r”. In relatia torsiunii, numaratorul este dat de produsul
mixt a trei vectori, iar numitorul de patratul modulului unui produs vectorial.

Elemente de calcul vectorial

Reamintim cateva relatii utile apartinand calculului vectorial. Pentru doi vectori a si b dati prin
proiectii, produsul vectorial este un vector ¢ ale cdrui proiectii sunt:

c=axb
¢,=a,-b,—a, b,

1.14
cy=a,-b,—a,-b, (1.14)

c,=a,-b,—a,-b



